11. cviceni - resSeni

2

Priklad 1 (a) f(z) =e*",a=0,n=06

Z definice:
f(z) = 2ze"
F(z) = " (2 + 42?)
(z) = 622(12$ + 82°)
FD(z) = * (4822 + 162" + 12)
O (z) = e (4823 + 3225 + 24z + 4823 + 48z + 6423 + 48x)
O (z) = e ( (48:n + 322° + 24 + 4813 —|— 48z + 642> + 48:3)

T0(w) = F0) + £/ 0 + 57" (0) + -+ OO =

12 4 120 4 _ , ' af
=142 + gt e ol H=1+z +o

Lepsi zptsob:
. . . z 2 3 4 5 6
Podivejme se nejdrive na rozvoj funkce e”: T Yz)=1+a+ S+ 5+ I+ G tedy plati, Ze
ef=14z+ % + g—? + % + ’g—? + %—? + o(x®),z — 0. V piipadé, Ze vySetiujeme funkce v bodé 0, budeme
ono r — O vyncchévat

( )

=0ae’ =14+o+0 +2 42 L0180 4 y(y).
Dosadlme za x vyraz z°. Dostaneme

P =142 +—4+x—6+x—8+x—w+x—12+w( 2).
6 24 120 6!

Z Véty 9.5 plyne, Ze w( 2) je 0((562)6) = o(z'?). Déle z Véty 9.4(vi) plyne, ze w(z?) = o(2%). Z Véty
9.4(iii), (i) a (vi) plyne, Ze 55 + I—O + % = 0(z%). Podobné dostavame, ze existuje funkce g(z) takova, ze
ale) = o(a®) a q(x) = wla®) + 55 + oy + -

Pak plati, Ze e*” = 1 + 22 + % + % +q(z). Tedy z Véty 9.3 plyne, Ze T6f’0(x) =1+2%+ % + %.

Nadale nebudeme tak peclivé IOZGplSOV&t pouziti zminénych vét a nebudeme pouzivat pomocné funkce
jako w, q.
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Tedy namisto pomocné funkce budeme pséat pouze o(z™) pro vhodné n. Jinymi slovy: o(z™) reprezen-
tuje funkci, ktera je malé o od z™ v bodé 0.

Pi#iklad 1 (b) f(z) = sin(22? + 3z),a =0,n =5
7 prednésky vime, Ze
N 3 2 5
smx—:v—g—i—l—%%—o(x ).

Dosadme postupné do viech ¢lent misto x vyraz 222 + 3z.

(222 + 32)3 = 820 + 362° + 5422 + 2723 = 362° + 54a? 4 272 + o(x°)

5 5
(207 +32)° = 3 <2> (222 *(32)F = Y (Z) 25k . ghyl0-k = 3555 4 o(y9)

k=0 k=0

Provedme dosazeni.

(222 + 3z N (222 + 3z)°

sin(2z? + 3x) = 2% 4 3z — g 120 +o(z?) =
2 1 5 4 5, 32’ 2 5
2 5 i 93,3 5 5
=3z +22° —62° — 92" — —a° + —x° +o(2°) =
2 40
9 159
_ 2 9.3 g4 _ 5 5
=3z + 2z 5% 9x 07 + o(z”)

Z Véty 9.3 plyne, 7e T (z) = 3z + 227 — §2° — 9z — 10955

Piiklad 1 (f) f(z) = 8222 4 = 0,n =3

cos 3z’

Piedpokladejme, Ze T3f’0(aj) = A+ Bx + Cx? + D23, Pak plati, 7e

in 2
SR = A+ Br + Cx* + Da® 4 o(2?)

cos 3z
sin2z = (A + Bx + Cz>Da® + o(2?)) cos 3x

Provedme nyni rozklad funkeci sin 2z a cos 3.

827 4

sin 2z = 2x — % + o(z?) = 22 — gx?’ + o(z?)
3x)? 9

cos3r =1— (32) +o(z?) =1 — =2% + o(z?)

2! 2
Dosadme je do rovnice vySe (vSimnéte si, Ze s¢itance, které po roznasobeni vychézeji jako x o mocniné
vyssi, jak 4 spadly” do o(x?)):

4 9
2x—§x3+0(x3)=(A+Bx+CxQ+Dm3+o(:n3)) <1—2m2+0(:n3)>
4 3 3 9 2 9 3 2 3 3
2$—§x +O($):A—§Al’ +B$—§B$ + Cz* 4+ Dz + o(x”)

4 9

o(z*) = A+ (B —2) (C—ZA) 22+ <3 2B+D> e
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Dle Lemmatu 9.1 je polynom v posledni rovnici nulovy. Tedy:

A=0
B=2
9
C=3A=
P S S
2 3

Tedy T (2) = 2z + B3+ o(a?).

Priklad 1 (g) f(z) = cos(sinz),a =0,n =05

cosz =1— '%2 + % + o(2”). Chceme sem dosadit sinx. Rozmysleme si nejdiive malé o. Po dosazeni
sinz nam tam vznikne dle Véty 9.5 o(sin®z). Dale vime, Ze plati lim,o 222 = 1. Z Véty 9.4(iv) pak
plyne, Ze tam muZzeme misto o(sin® x) psat pouze o(x®).

Nyni se podivejme na rozvoj sinz a dosadme jej do ¢asti rozvoje cos z.

sinx:x—€+m+o(:ﬁ5)
Sin2:v=<m—x;+f;)+o(x5)>2:

S <_5663+1a:250+ (x5)>+<_f+f25()+ ($5)>2=x2—§1+o(x5)
sin' & = (m—x63+1w250+0(x5)>4=

Dosadme do rozvoje fce cos x:

cos(sinz) =1— =

s (2= 5 +ole”)) + g (0 0a) + 0la”) =

2 3 24
2 4 4
xr xr X
S, 5
5 + 5 + 2 + o(z°)
Piiklad 3 (a) lim Siz=2
x—0 sin- x
lim sing —x lim T — % +o(z?) —z () i o(sin® z) — %3 VoAL, def. malého o, ZL 0 11
a—0 sindz  a—0 sin® x 20 sin® z N 6 6

(B): Dle Véty 9.4(iv) pro funkci, ktera je o(z?), plati, e je i o(sin® ).

sinx

Priklad 3 (b) lim (1 — <L)
z—0
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(1 1 ) i sinx—:n:hm:c—%g—l—o(x?')—x

hm — — — = [1m - . —
z—0\z sinzx z—0 xsinx 2—0 Tsinx
2 3 3 ;
. —x o(x°) voaL ,. o(x®) (¥ .. o(x-sinx
= lim — ( ) = lim 7( ) =’ lim 7( - ) =0
z—06sinx xsinz x—0 rsinx z—=0 x-sinx

(")‘) Dle Véty 9.4 lze psat o(x?) a pak pouzijeme téZe vétu a fakt, ze lim,_o ﬁ =1, tedy miZeme
psat (zsinz).
Priklad 3 (c) lim “= )
T—
Vyuzijeme Taylorovy rozvoje - do takového stupné, ve kterém se nam bude néco lisit, resp. ndm tam
nezbude pouze malé o, pravdépodobné se nam bude hodit o(x?), neb 23 je v zadané limit& ve jmenovateli.

2 3
. e"sinz —x(1+ 1) , <1+1’+%+%+0($3)) (x—%—i—o(xg))—x—xQ
lim = lim
20 x3 @0 3
'Ig (% _ %) + O(mg) VoAL + def. malého o 1 1 1

= lim, 3 276 3

xr—sinx

Piiklad 3 (d) lim 8i-%
z—0

D4 se ukazat, ze tg(r) = = + m—; + o(2?).

7:lim$+m§_$+o($3) = im7§+o(x3) =
=0 — sinx x—>0$_$+%3+0($3) x—)O%+0(x3

)
3 3 3 3 3
i 2% +o(z”) x - (7 o(z) 1 B
0 3 3 +o(x3)  2—0

VoAL + def. malého o 1
(1+0) 1+0

V1+tgr—+/1+sinax

sin” x

Priklad 3 (h) lim
T—

Odmocniny rozlozime do Taylorova polynomu fadu 3 (ve jmenovateli v limité je sin® z, tedy nas tip

------

1
rozklad (1 + z)®. Tam se vyuZiva (z) Spoctéme si nejdiive (z) pro k=0,1,2,3.

1
<3) =1 dle definice
\_2_1
1 2
3y _z2-G-2+D) _3-5 _ 1
2 21 2 8
N_3FGosr)_ 2321
3 3! 6 16
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Plati, ze

1 1 1 1 1 1
Vit = (8) + <i>x—i— <;>x2+ (;)x?’—i—o(x?’) = 1—|—§— §x2—i— Ex?’—i—o(x?’)

Chceme najit rozvoj /1 +tgx a /1 + sinx. Pripomeime si proto nejdiive rozvoje fci tg a sin v 0.

3 3

sinx = x — % +o(z?), tgx =x+ % + o(z?)

Po dosazeni dostavame:

V1+t 141 +x3+(3) ! +'7[’3+(?’)2+1 +x3+(3)3+(3)
Tr = — | T - o\xr — = | T - o\r — |\ - o\r o\xr ==
8 2 3 8 3 16 3

X :1,‘3

1 1
142 ¥ 2, 2.3 3
+2+6 8x+16w+0(w)

ﬁ+mmzugcpﬁﬁmm0—;@—ﬁ+Wﬂf+1Q»ﬁ+mﬂf+wﬂ=

=1+ 1x2+x3+0(x3)
n 2 12 8 16

Nyni pocéitejme zadanou limitu.

lim VI+tgr —+/1+sinz — lim 1+%+‘%3—%x2+%m3+0(x3)—1—%+%+%x2—%§+o(az3) _
z—0 sin® z z—0 sin®
~ lim z? (%+%) ZL+:VoAL}

z—0 sin®

W

Priklad 4 (a) lim,_, BEne)l—snlier)
Chceme urc¢it n tak, aby zadana limita vysla nenulovia. Potfebujeme tedy najit takové n, pro které
rozdil Taylorovych polynomu fei tg(sinx) a sin(tgz) vyjde nenulovy.

Lze snadno ukazat (tedy nebudeme to rozepisovat zde, nicméné se to spo¢te podobné jako 1 (f)), ze

3
t = _— —_ _ .
gr=ux+ 3 +15a: +315:U +o(z")
Dale vime, Ze
3 5 7 k—1,.2k—1
e x x x ()" = 2k—1
A R TR O )

Spoc¢téme rozvoje tg(sinx),sin(tg z) 3. fadu. S ohledem na pisatele vzorového feSeni zde uvedeme jen
vypocCty pro tg(sinx), pro funkci sin(tgz) se postupuje velmi podobné.

3 1 A 3 1 3 20 2
tg(sinx):x—g'+3<x—3'> +0(x3):x—6+3<:v3—3:v2-6—1—33:62—63>+0(:E3):
3 3 3
::c—%—i-%—l—o(x?’):x—kf—l—o(x?’)

Analogicky spoc¢teme, Ze

sin(tgx) = x + % + o(z?).
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Vidime, ze nam vysel tentyz vyraz, tedy je potieba zkusit vyssi fad, tedy paty (vidime, Ze sinus i
tangens maji jen liché mocniny, tedy uvazovat 4. fad nema smysl, neb by nam vyslo totéz).
Pr1i vypoctu vyssiho fadu méjme na paméti, Ze jiz zname zacatek Taylorova rozvoje - tedy nés nebudou
zajimat ¢leny z, 2% (tj., nebudeme dopocitavat konkrétni &isla u véci, které vyjdou ax, az?).
Dg tg xS: x+ % + %x5 + o(z°) budeme dosazovat sinz = x — % + % + o(z%). Oznaéme A(z) =
x X 4
— % + 155- Méme A )3
z 2
+ —A(x)® + o(z®).
Zjistéme nejdiive koeficienty u 2® v A(x), A(x)3, A(x)®. To, co nas nebude zajimat, budeme znaéit sym-
bolem H.

tg(sinz) = A(z) +

+
3 5 5 3 5\ 9~ 5 3 5\ 5—J
5\ . T T 9\ T T
A(x)? = T R g2 4 = — J il 5y —
(@) <”’C 6 " 120 jz:jx 6 120 ]ij 6 t120) oW
3 5
= <i>x4 <_a; + % + <§>m5 + o(z°) = 2° 4 o(z°)

2~ 4+ 2 A(z)® ma tedy ¢len 2° koeficient:

1 1 -1 2 1

2073 2 "15 407
Dostavame tedy, ze
3 2
tg(sinz) = = + R + o(z).
Analogicky nam vyjde, Ze sin(tgz) = = + “%3 - % + o(z?). .

Spoctéme stejnym zptisobem rozvoj do 7. fadu - tedy sta¢i nam zjistit koeficient u x’. Oznacéme

5 7 “ . .. o . . 3
B(r) = x — % + {55 — %7 (zacitek rozvoje sinx v 0). Piipomenme, ze tgz = z+ % + %x5 + %ﬂ +o(x7).

Pak

B(z)? 2 s 17

“B L

5 T2 T

Opét spoctéme koeficienty a7 ve vyrazech B(w), B(x)3, B(x)®, B(x)" a podobné jako difve znaéme
symbolem B vyrazy, které nas nezajimaji.

tg(sinz) = B(z) + B(x)" + o(z").
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5 7 7

X

2 25 2T\? S0/3\ L 23 ab 2T\
B 3 = _ — _— = J e _— =
(=) (x 6 120 7!) z:: <J)$ ( 6 120 7!)

—\1 6 120 7! 2 6 120 7! 3 N

2® 3a” 31 13
=3r - — 20 [ | 7 = [ N [ ] 7 - 7 [} 7
x 36—1—:1: 120+ +o(z')==x <36+40>+ +o(x") 120% + W+ o(z")
3 5 7\ ° 5 3 5 7\ 97
z x z 5\ z x z
BaY=|zr—-"+" -2 ) = N T
(=) (x 6 120 7!) ]ZO<J)$ ( 6 120 7!)
5 5—j
5) ; ( 3 2P :B7> 7
= Z |-+ == +o(z') =
!
o <] 6 120 7
5\ 5( 2 2% A" 2 5\ 4 2 2% " 9\ 5 7
= 3)* <_6+120_7! ) T ) ) el =
y —a 7 5 7 7
= bz T%—‘—l—o(m ):—696 + W+ o(zx")
3 5 N7 7 3 5 7N 77
By =(o-Z+ 2 2 % [A VN O R
6 120 7! = J 6 120 7!
7 3 5 7N\ I
S x x x
=2 1) (— —) +o(a") =
!
o <]) 6 120 7
7\ 5 x> x5 27\ 7 6 x> x5 x7 7\ 7 7
= 5>@’ <_6 0 7) tle)t T T ) T g)E el =
="+ W+ o(z")
Dostavame, Ze hledany koeficient k 27 v rozvoji tg(sinz) je —% + % . 1123 + 1% . %5 + 1T75 1= %
Dostavame: 5 .
107
tg(sinz) =z + % - % - M$7 + o(z").
Analogickym vypoctem zjistime, ze
3 5 55
sin(tg ) —rr s T "+ o(z").

6 40 1008"

Lze si snadno rozmyslet, Ze zadané limita je pak nenulova. Tedy dosli jsme k vysledku: n = 7.
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